
Exerie n◦0 Questionnaire ulturelPierre de Fermat et son grand théorème arithmétique.Le droit pour le métier, les mathématiques pour le plaisir.Pierre de Fermat est né en 1601, àBeaumont de Lomagne, non loin de Toulouse et Montauban.Il y �t des études seondaires lassiques suivies d'une insription en droit à l'universitéde Toulouse. Il �t une � pause dans ses études � à Bordeaux où il se lia ave des gensférus de mathématiques et déouvrit alors les ÷uvres de François Viète. Il ommençadès 1630 à orrespondre ave des mathématiiens, e qu'il fera ensuite tout au long de savie en mathématiien amateur génial.En 1631 il obtint une liene de droit à l'université d'Orléans. Il entama ensuite une arrière de magistrat.Il s'y montra onsienieux et ambitieux et oupa plusieurs postes importants.Cela n'interrompit jamais son ativité sienti�que. Il ne essa pas de orrespondre par lettres ave de nom-breux savants européens, notamment l'abbé Marin Mersenne, � orrespondant � de L'Europe savante.C'est ainsi qu'il fut en lien ave Blaise Pasal pour fonder le alul des probabilités. Il réaune méthode ingénieuse pour l'étude des extrema de fontions et polémiqua ave René Desartes à e sujetomme au sujet de la réfration en optique. Il reçut sur es points le soutien de Christiaan Huygens, savantdes Provines-Unies.Il est onsidéré omme l'un des pères du alul in�nitésimal atuel : il y montre son savoir-faire dans les al-uls d'aires et de volumes. Sa grande maîtrise du latin et du gre le mena à une étude poussée des rééditionsdes auteurs gres tels qu'ils avaient été transmis par les savants arabes.C'est à la leture d'une réédition, en gre ave tradution en latin, del'Arithmétique de Diophante par Claude Gaspard Bahet de Méziriaqu'il érivit dans la marge l'énoné de e qui allait devenir son plus grand théo-rème arithmétique :� Il est impossible de partager soit un ube en deux ubes, soit un biarré en deux bi-arrés, soit en général une puissane quelonque supérieure au arré en deux puissanesde même degré ; j'en ai déouvert une démonstration merveilleuse que ette marge esttrop étroite pour ontenir. �Compte tenu du ontexte, ei se traduit en termes atuels par :� l'équationXn
+ Y

n = Z
n n'a pas de solutions en nombres entiers stritementpositifs pour n>2 � .Il faut souligner qu'il était dans l'habitude des orrespondanes de l'époque de ne pas dévoiler tout de suiteles démonstrations omme s'il s'agissait d'un jeu à énigmes. De plus, peut-être pour s'éviter des lettres troplongues, les démonstrations laissaient toujours des vides dans les détails tehniques supposés déjà aquis !En tout as, Fermat était outumier du fait et ses théorèmes annonés s'étaient toujours révélés justes.Un vrai dé� durant trois sièles et demi.Ce grand théorème allait aiguillonner les esprits de 1647, date de son énoné, jusqu'àsa démonstration omplète par le mathématiien britannique Andrew Wiles.Il ne faut pas roire que le problème avait été mis de �té. Au ontraire, il fut un moteur permanent de re-herhe pour des générations de mathématiiens qui y progressèrent pas à pas, utilisant ou même réant denouveaux objets et de nouvelles démarhes mathématiques pour ela. Il devint au �l des ans un véritableenjeu sienti�que, à tel point qu'en 1816 l'Aadémie des Sienes de Paris o�rit une médaille d'or et un prixde 3.000 frans or à qui résoudrait la question. Plus tard, Paul Wolfskehl, industriel allemand amateur demathématiques, renonça au suiide qu'il avait programmé à minuit exatement, trop passionné par un artilede Kummer sur le grand théorème de Fermat et retrouva ainsi goût à la vie. En reonnaissane, il légua dequoi fonder en 1908 un prix de 100.000 marks à qui le résoudrait avant 100 ans ! Wiles le reçut en 1997 !



Une démarhe longue et lente mais frutueuse.Pendant trois sièles, les seules avanées ne furent e�etuées que pour des as partiuliers. Elles furent lefait de grands mathématiiens tels que Leonhard Euler, Sophie Germain, Adrien-Marie Legendre ou JohannPeter Gustav-Dirihlet. En 1857 Ernst Kummer démontra que le théorème était vrai pour tous les n<100.La prinipale avanée pour parvenir à la �n fut l'introdution en 1955 de ourbes liéesau problème par le japonais Yutaka Taniyama. L'étude, à partir de es ourbes, diteselliptiques, fut développée par des mathématiiens tels qu'André Weil, Goro Shimura,Gerard Frey et Kenneth Ribet.Il revint au britannique Andrew Wiles de démontrer omplètement le théorème. Il annonça la réussite en 1993au bout de sept années de travail mené en seret mais reonnut peu après une erreur. Il faillit abandonner,vraiment déouragé, puis poussé et aidé par Rihard Taylor, il parvint au résultat en 1995. L'unede ses idées géniales fut de reourir en plus à la théorie d'Evariste Galois sur les équations.Il est intéressant de signaler que, d'après Wiles, le désir de résoudre le problème est né le jour où, à dix ans,il lut l'énoné du théorème de Fermat dans un livre arithmétique onsulté dans une bibliothèque. Le butétait faile à omprendre mais la onstrution de la démonstration ardue !Théorème de Fermat et triplets Pythagoriiens.On souhaite déterminer des triangles retangles dont les mesures des �tés sont des nombres entiers strite-ment positifs. On propose l'algorithme suivant pour en obtenir sous la forme (A,B,C) où A<B et 0<A≤20.
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A=A+1A-t-on A =20 ?

A�he A,B,C A-t-on A < B?
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1. Faire fontionner et algorithme et véri�er que les triplets obtenus sont bien les longueurs des �tésd'un triangle retangle, 'est à dire des triplets Pythagoriiens.2. L'algorithme ne donne pas toutes les solutions possibles pour A≤20, le triplet (20,21,29) est unesolution � oubliée �, en donner une autre.


